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Rexeǌa zadataka za III razred

1. Du� kra�eg kraka rama va�i m a = −k (l − l0) + Fcf sin α + m g sin(ωt + ϕ0 − α), gde smo sa l obele�ili
trenutnu du�inu opruge, sa l0 du�inu opruge u neistegnutom staǌu, sa a projekciju ubrzaǌa tela,
a sa Fcf = m ω2 l/ sinα centrifugalnu silu. Ovde je α ugao koji zaklapa du�i krak rama i prava p
koja prolazi kroz taqku O i trenutni polo�aj tela. Pretpostavili smo da je ugao izme�u vertikale i
prave p jednak ωt+ϕ0. Dakle, vidimo da je u pitaǌu kretaǌe pod delovaǌem prinudne harmonijske sile.
Sopstvenu frekvenciju sistema ω0 dobijamo razmatraǌem jednaqine u kojoj nema prinudne sile, odnosno
ma = −k (l−l0)+Fcf sin α = −k (l−l0)+m ω2 l. Kako je u ovom sluqaju ma = −(k−m ω2) l+k l0 = −(k−m ω2)(l−lR),
gde je lR = k l0/(k − m ω2) nova ravnote�na du�ina opruge, vidimo da je ω2

0 = k/m − ω2. Jasno je da se
samo za k/m > ω2 javǉaju male oscilacije. Konaqno je X0 = m g/m|ω2

0 − ω2|, odnosno X0 = g/|k/m− 2 ω2|,
poxto je amplituda prinudne sile jednaka m g.

2. Du�ina dela �ice koji osciluje je konstantna, pa period svakog harmonika zavisi samo od inten-
ziteta brzine prostiraǌa transverzalnih talasa v i obrnuto joj je srazmeran. Frekvencija je ν = α v =
α

√

F/µ = α
√

k ∆L/µ, gde su α i k odgovaraju�i koeficijenti proporcionalnosti, ∆L je promena du�ine
�ice, a µ podu�na masa �ice. Ako sa ν0, ν1 i ν2 oznaqimo redom frekvencije tonova Fis, Gis i A, onda
va�i ν0 = α

√

k ∆L/µ, ν1 = α
√

k (∆L + d1)/µ i ν2 = α
√

k (∆L + d2)/µ, gde su d1 i d2 du�ine za koje je �icu
potrebno istegnuti da bi se od tona Fis dobili redom tonovi Gis i A. Pretpostavili smo da je podu�na

masa µ konstantna jer su promene ukupne du�ine �ice male. Kako je ν1/ν0 =
(

12
√

2
)2

=
√

(∆L + d1)/∆L,

sledi d1/∆L =
(

12
√

2
)4 − 1 i, analogno, d2/∆L =

(

12
√

2
)6 − 1. Sada je d2/d1 = (

√
2 − 1)/( 3

√
2 − 1), pa konaqno

dobijamo da qiviju treba okrenuti za ugao ϕ = d2−d1

d1

· 360◦, odnosno ϕ ≈ 214◦.

3. a) Pri tra�eǌu ekvivalentne induktivnosti kola koje se sastoji od zavojnica va�e ista pravila kao
pri tra�eǌu ekvivalentne otpornosti kola koje se sastoji od termogenih otpornika. Proizvoǉno
kolo koje se sastoji od zavojnica i ima tri ulaza (kao u ovom sluqaju) mo�e se zameniti ekviva-
lentnim kolom oblika zvezde (slike 1a i 1b). Daǉe, induktivnost beskonaqnog kola se ne meǌa
ako mu se pridoda jox jedna osnovna jedinica, kao na slici 1c. Dakle, LA′B′ = LAB i LA′C′ = LAC.
Zbog simetrije va�i LA = LC. Kada se u kolo sa slike 1c pove�e izvor struje preko ulaza A′ i C′,
zbog simetrije su taqke B i D uvek na istom potencijalu, pa se efektivno mo�e ukloniti zavojnica
izme�u ovih taqaka. Iz ekvivalentnosti xema na slikama 1b i 1c (povezivaǌe izvora struje na
ulaze A′ i C′ na slici 1c odgovara prikǉuqivaǌu istog izvora na ulaze A i C na slici 1b) sledi
LAC = LA + LC = LA′C′ = 2L + (2L ‖ (LA + LC)). Ako iskoristimo LA = LC, iz ove jednaqine dobijamo
L2

A−L LA−L2 = 0, odnosno LA = L (1±
√

5)/2. Kako je LA > 0, zakǉuqujemo da je LA = LC = L (1+
√

5)/2,
pa je konaqno LAC = LA + LC = (1 +

√
5)L, odnosno LAC ≈ 3.2 L.

b) Iz xema na slikama 1b i 1c sledi LAB = LA + LB = LA′B′ = 2L + L ‖ (LA + (LB ‖ (LC + L))) =

2L + L
L2

A
+2 LA LB+L LA+L LB

(L+LA)2+2 LB (L+LA) . Zameǌuju�i vrednost LA = L (1 +
√

5)/2 koju smo dobili u prvom delu

zadatka, dolazimo do kvadratne jednaqine (3 +
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5)L2
B +

√
5−1
2 L LB − (3+
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5

2 )2L2 = 0. Rexavaju�i

ovu jednaqinu dobijamo LB = −(
√

5−1)±
√

294+126
√

5

4(3+
√

5)
L, pa zbog LB > 0 sledi LB ≈ 1.1 L i konaqno

LAB = LA + LB ≈ 2.7 L.
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4. Jednaqina kretaǌa kuglice C du� xtapa je m a = m Ω2 r− q2

4πε0

(

1
(R−r)2 − 1

(R+r)2

)

= m Ω2 r− R q2

πε0

r
(R2−r2)2 , gde

je a projekcija ubrzaǌa xtapa, a r je rastojaǌe kuglice od centra xtapa. Iz uslova a = 0 nalazimo da

je jedan ravnote�ni polo�aj kuglice r1 = 0, a drugi r2 =
(

R2 −
√

Rq2

πε0mΩ2

)1/2

, pri qemu drugi ravnote�ni



polo�aj postoji samo ako je R3 > q2

πε0mΩ2 . Zameǌuju�i r = r1 + x u jednaqinu kretaǌa i zadr�avaju�i

samo qlanove linearne po x, dobijamo m a = −
(

q2

πε0R3 − mΩ2
)

x. Polo�aj r1 je stabilan samo ako va�i

R3 < q2

πε0mΩ2 , i tada ne postoji drugi ravnote�ni polo�aj. Frekvencija malih oscilacija oko ovog

polo�aja je ω1 =
√

q2

πε0mR3 − Ω2. Ukoliko va�i R3 > q2

πε0mΩ2 , tada prvi polo�aj nije stabilan, a za drugi

polo�aj, zameǌuju�i r = r2 + x, dobijamo m a = m Ω2 (r2 + x) − Rq2

πε0

r2+x
(R2−r2

2
−2r2x−x2)2

. Zadr�avaju�i samo

qlanove najvixe linearne po x, ova jednaqina se svodi na ma =
(
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x.

Uzimaju�i u obzir izraz za r2, prvi qlan sa desne strane je jednak nuli, pa je frekvencija malih

oscilacija oko ovog polo�aja ω2 =
√

4Rq2r2
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. Za R3 = q2

πε0mΩ2

nema linearnog qlana u jednaqini kretaǌa, pa kretaǌe nema karakter malih oscilacija.

5. a) U toku pra�ǌeǌa kondenzatora je promena napona ∆U na kondenzatoru za vreme ∆t data sa ∆U =
∆Q/C, gde je ∆Q naelektrisaǌe koje je proteklo u kolu. Kako je ∆Q = −I ∆t, gde je I = U/Re jaqina
struje u kolu (sa Re smo oznaqili ekvivalentan termogeni otpor kola), imamo ∆U = −U∆t/ReC,
odakle je ∆U/∆t = −U/ReC. Rexeǌe ove jednaqine je U = U0 e−t/ReC , gde je U0 napon na kondenzatoru
u trenutku t = 0. Ako sa r oznaqimo unutraxǌi otpor voltmetra, onda u prvom eksperimentu
va�i U1 = U01 e−t/rC, a u drugom eksperimentu U2 = U02 e−t(r+R)/rRC. Logaritmovaǌem dobijamo
lnU1 = lnU01−t/rC i lnU2 = lnU02−t (r+R)/rRC, xto su linearne zavisnosti od vremena. U tabelama
1 i 2 uneti su logaritmovani naponi, a na slikama 2a i 2b nacrtani su tra�eni grafici.

b) Prvo �emo odrediti koeficijente pravaca za grafike dobijene u prethodnom delu zadatka. Grexka
mereǌa napona je ∆U1 = ∆U2 = 0.5V/2 ≈ 0.3V, dok je grexka mereǌa vremena ∆t = 0.5 s. Da bismo
odredili koeficijent pravca k1 za grafik sa slike 2a, odabra�emo dve taqke na ovom grafiku,
A(15 s, 4.2) i B(45 s, 3.0). Sada je k1 = yB−yA

xB−xA
, odnosno k1 = −0.040 s−1. Relativna grexka je ∆k1/|k1| =

∆xB+∆xA

xB−xA
+ ∆yB+∆yA

|yB−yA| . Imamo ∆xA = ∆xB = ∆t = 0.5 s, a ∆yA = ∆U1/U1A ≈ 0.3/60 ≈ 5 · 10−3 i ∆yB =

∆U1/U1B ≈ 0.3/20 ≈ 2 · 10−2. Sada je ∆k1/|k1| = 0.054, odakle je ∆k1 = 0.0021 s−1 ≈ 0.002 s−1, pa je k1 =
(−0.040±0.002) s−1. Za drugi grafik biramo taqke A(15 s, 4.0) i B(45 s, 1.5). Sada je k2 = yB−yA

xB−xA
, odnosno

k2 = −0.083 s−1. Relativna grexka je ∆k2/|k2| = ∆xB+∆xA

xB−xA
+ ∆yB+∆yA

|yB−yA| . Imamo ∆xA = ∆xB = ∆t = 1 s, a

∆yA = ∆U2/U2A ≈ 0.3/70 ≈ 4 · 10−3 i ∆yB = ∆U2/U2B ≈ 0.3/5 ≈ 6 · 10−2. Sada je ∆k2/|k2| = 0.059, odakle
je ∆k2 = 0.0049 s−1 ≈ 0.005 s−1, pa je k2 = (−0.083 ± 0.005) s−1. Kako je k1 = −1/rC i k2 = −(r + R)/rRC,
oduzimaǌem dobijamo k1 − k2 = 1/RC, pa je C = 1/R(k1 − k2), odnosno C = 2.11µF. Relativna grexka
je ∆C/C = ∆R/R+∆(k1−k2)/(k1−k2) = ∆R/R+(∆k1 +∆k2)/(k1−k2) ≈ 0.17, pa je ∆C ≈ 0.4µF. Konaqno
je C = (2.1 ± 0.4)µF.

t [s] 10 20 30 40 50

lnU1 4.39 3.98 3.58 3.20 2.77

t [s] 10 20 30 40 50

lnU2 4.44 3.58 2.74 1.87 1.10
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